Informations— und Kodierungstheorie

1 Entropie als Informationsmaf3

‘Information ist beseitigte Unbestimmtheit. ‘

Die Entropie H; eines Ereignisses z; mit der Auftrittswahrscheinlichkeit p(z;) =: p; ist ein Maf}
fiir die Unbestimmtheit von x; (vor dessen Auftreten) und gleichzeitig seines Informationsgehaltes
(nach dessen Auftreten).

1
H,:=1d—=—-1dp;
bi
Die Mafleinheit der Entropie ist Zeib;}tlen, Me}faiixrzert 0. &., manchmal auch nur bit.

2 Diskrete Quellen

2.1 Diskrete Quellen mit unabhéngigen Ereignissen

N

Eine Quelle mit dem Alphabet X = {z1,22,...,zx} mit Zpi = 1 wird als diskrete Quelle X
i=1

mit unabhingigen Ereignissen bezeichnet.

Die Quellenentropie (mittlerer Entscheidungsgehalt) ist der durch die Auftrittswahrscheinlichkei-
ten gewichtete Mittelwert aller Entropien H;:

N N
Hy, = ZPin‘ = —Zpi 1d p;
i=1

i=1

Die Entropie wird maximal, wenn alle Ereignisse gleichwahrscheinlich sind. Dies ist der Entschei-
dungsgehalt Hy = 1d N der Quelle X.

2.2 Diskrete Quellen mit abhingigen Ereignissen (Markow—Quellen)

Bei diesem Modell ist die Auftrittswahrscheinlichkeit eines Ereignisses nicht konstant, sondern
von den vorangegangenen m FEreignissen abhingig. — MARKOW—Quelle m—ter Ordnung. Hier:
Beschrénkung auf 1. Ordnung.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit p(x;lz:i) =: pi; gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der das
Ereignis z; nach dem Ereignis z; auftritt. Diese miissen (im Gegensatz zu den Zustandswahr-
scheinlichkeiten) zeitlich konstant sein.

Ergodische MARKOW—Quellen gehen mit fortschreitender Zeit in einen stationiren Zustand

iiber, d. h. die Zustandswahrscheinlichkeiten sind dann konstant (— pz(-t_’oo) =:7;).
N
Zustandswahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt ¢: p§t) = Z pgt_l)pij
i=1
N N N N
Entropie: HT(T? =— Z pgt) Zpij 1d p;; MARKOwW—-Entropie: Hyy = — Z EZpij 1d p;;
i=1 j=1 i=1 j=1



2.3 Verbundquellen

Betrachtung zweier diskreter, unabhéngiger Quellen X und Y. Ein Ereignis x; der Quelle X
16st unmittelbar ein Ereignis y; in der Quelle Y mit der Wahrscheinlichkeit p(y;|z;) (Verbund-
wahrscheinlichkeit) aus. Dies wird als Verbundereignis (z;,y;) der Verbundquelle (X,Y)
bezeichnet.

p(xi,y;) = plas) - p(ysla:)

M N
Einzelwahrscheinlichkeiten: p(z;) = Zp(a:i, Yj) p(y;) = Zp(a:i, )
j=1 i=1

N M
Entropie: H X, Y ZZ (L‘Z)y_] Idp lezayg)

Bedingte Entropie: H(Y|X) = — Z Zp(:ci) -p(yjlz:) Wd p(y;|e:).

= H(X,Y)=H(X)+ H(Y|X)

3 Kodierung diskreter Quellen

3.1 Dekodierbarkeit

Ein Kode ist dekodierbar gdw. er priafixfrei ist, d. h. kein Wort ist Anfang eines anderen Wortes.
Eine notwendige Bedingung ist die KRAFTsche Ungleichung:

Z 27l <1 (I;: Linge des i-ten Wortes)

3.2 Koderedundanz

I : mittlere Kodewortldnge, Hy: Entropie eines Kodezeichens (bei Bindrkodierung ist Hj, = 1bit),
H,,: Quellenentropie.

3.3 Quellenkodierung nach Shannon—Fano

e Ordnen der Auftrittswahrscheinlichkeiten der zu kodierenden Quellenzeichen nach fallenden
Werten.

e Teilen des geordneten Feldes in zwei Gruppen, so dass die Teilsummen der Wahrscheinlich-
keiten in jeder Gruppe moglichst gleich grof3 sind.

Kodierung: erste Gruppe: Zeichen 0, zweite Gruppe: Zeichen 1.

e Wiederholung 2. und 3., bis jede Teilgruppe nur noch ein Element enthélt.



3.4 Quellenkodierung nach Huffman

e Ordnen des Wahrscheinlichkeitsfeldes nach fallenden Werten.

e Zusammenfassen der letzten zwei Wahrscheinlichkeiten zu einem neuen Wert, korrektes Ein-
ordnen entsprechend Schritt 1.

Wiederholung 2., bis nur noch zwei Elemente vorhanden sind.

Aufstellen eines Kodebaumes entsprechend dem Reduktionsschema und Zuordnung der Ko-

desymbole 0 und 1.

4 Kanaile

4.1 Bergersches Entropiemodell

Das Modell “Quelle X -gestorter Kanal-Senke Y kann als Verbundquelle (X, Y') aufgefafit werden.

H(X)
H(Y)
Hy

H(X|Y)

H(Y|X)

Entropie am Kanaleingang

Entropie am Kanalausgang

Transinformation (Informationsmenge, die im Mittel durch ein Kanalzeichen iibertragen
wird)

Aquivokation (RiickschluBentropie; Anteil der Quelleninformation, die durch Stérungen ver-
loren geht; verbleibende Unbestimmtheit iiber gesendete Information bei Kenntnis der emp-
fangenen Information)

Irrelevanz (Entropie, die durch Stérungen zusétzlich zur Transinformation empfangen wird)

Hr=H(X)- H(X|Y)=H(Y) - HY|X)

4.2 Diskrete Kanile

Quellen— Kanal-
I(%uelle le kodierer Irq kodierer Lixg Kanal Ix Kan“?‘l’ fr Quell.e e %
Q:fqQ Hyl n dekodierer dekodierer

Hg bit / @z  Quellenentropie, N Quellzeichen

fo QZ), Quellensymbolfrequenz

I = foHg bit /¢ Quelleninformationsflufl

Hyg =1dN bit /kxz  Entropie der Kanalzeichen

l = (5—21 KZ oz  Anzahl der Kanalzeichen pro Quellzeichen

Ikg = folHk bit ) Quellenkodeinformationsflul

n =1+ Al KZ /o7  Anzahl der Kanalzeichen pro Quellzeichen (nach Hinzufiigen von
Redundanz zur Storsicherheit)

Ixx = fonHg bit Kanalkodeinformationsflufl

I =Ixg bzw. Ixk bit /s Kanalinformationsflu}; entspricht Ix ¢ bei ungesicherter, I i bei
gesicherter Ubertragung

Vi =Ix =vsHg bit ) Ubertragungsgeschwindigkeit (Informationsfluf)

Vg Kz/, Schrittgeschwindigkeit, Kanalsymbolfrequenz (iibertragungstech-
nische Grofe; kein Informationsflufl!); Einheit auch in Baud

Hr bit |z Transinformation

I = v, Hr bit ) Transinformationsflufl



4.2.1 Ungesicherte Ubertragung

Kein Kanalkodierer = Ix = Ixq, vs = Ig—}?, It <Ikq

4.2.2 Gesicherte Ubertragung

Kanalkodierung zur Beseitung des Informationsverlustes auf gestértem Kanal = It = Ixq.
Hg? Hy
Hrp ~ Hr

IT IKQ HK
= = = fy ] 2 Ix =viHg = fo-1-
Y= g T H, fo Hr = Ix=vHg = fg

4.2.3 Kanalkapazitit

Die Kanalkapazitit C' ist der Maximalwert des Transinformationsflusses: C' = max I = maxvsHp.
Da v, mae durch die Bandbreite B des Kanals bestimmt ist, gilt vs mee = 2B5.

=C=2-B-Hr

max

4.3 Binirkanal
X ={x1,22}, Y = {y1, y2}. Schrittfehlerwahrscheinlichkeiten: € := p(ya|x1), § := p(y1]x2).

= Ubergangswahrscheinlichkeiten: (p(y;|z;)) = < 1 gs 1 i 5 )

4.3.1 Berechnung der Transinformation

e Berechnung der p(y;)
e Berechnung von H(Y)
e Berechnung von H(Y|X)
o Hr=H(Y)— H(Y|X)
Spezialfall symmetrisch gestért: ¢ = § = p;

Hr = H(Y) + (1 _ps) 1d (1 _ps) + Ds ldps
HT,maa: =1+ (1 *ps) 1d (1 7]?5) + ps ldps (fur p(l‘l) = p(l’g) = % = p(yl) = p(yQ) = %)

Spezialfall einseitig gestort: e =p,, 6 =0
Hr = H(Y)+ p(21)[(1 — ps) 1d (1 — ps) + ps 1d ps].
Wenn p(z1) = p(z2) =3 = Hr=1-3[(1+ps)1d(1+ps) —ps1dps]

4.4 Analoge Kanile

Grofen: P, (mittlere Nutzsignalleistung), P, (mittlere Storsignalleistung), P, (mittlere Ausgangs-
leistung)

Voraussetzungen:

e Das Ubertragungssystem enthilt nur lineare Komponenten. = Signale und Stérungen iiber-
lagern sich additiv, Stérungen héingen nicht vom Nutzsignal ab



e Nutz— und Storsignal sind unkorreliert. = P, = P, + P,

e Nutz— und Storsignal sind bandbegrenzt.

Wenn die Amplitudenwerte normalverteilt sind, gilt:

H(X)=11d (2mePx), HY|X) = 31d (2reP.), HY) = 1 1d (27e(P, + P.)).
Hr=H(Y)-H(Y|X)=41d (1+ )

C=Bld(1+ %)

Rauschabstand (Signal-Stor—Verhéltnis): » = 101g le_j [r] =dB

= Wenn = > 1:  Hp~0,166r C=~0,332Br

5 Quantisierung diskreter Signale

5.1 Zeitquantisierung

Abtasttheorem: Eine Zeitfunktion, deren Spektrum nur Komponenten im Bereich von 0 bis f,
enthilt, ist vollstdndig bestimmt, wenn die Funktionswerte zu diskreten Zeitpunkten bekannt sind

und fiir deren Abstand ¢, gilt: ¢, < ﬁ, bzw. f, > 2f,. Dann gilt:

ft) = 7:2:0 f(ntq)sinc (t t:lta> sinc(z) = Sin;;m)

sinc(z) ist die StoSantwort eines idealen Tiefpaffilters.

= Zeitquantisierung bringt unter dieser Bedingung (f4 > 2f,) keinen Informationsverlust!

5.2 Amplitudenquantisierung

Quantisierung in m unterschiedliche Amplitudenbereiche (durch Quantisierungskennlinie).

5.2.1 Rauschabstand

Der Gleichanteil der Ausgangsleistung P, _ liefert keine Information und kein Rauschen. Der
Rauschabstand hiangt deshalb vom Schwingungsanteil P,.. ab:
P,

5 =m?’—-1 = r=10lg(m?—1)~20lgm

5.2.2 Quantisierung eines gestorten Signals

Welche Anzahl von Quantisierungsstufen ist sinnvoll, um die Information eines gestorten analogen
Signals vollsténdig zu erfassen?

| P, -
Fir P, < P, gilt: m = B = 1020,



6 Allgemeines zur Kanalkodierung

6.1 Alphabete

U Kanalalphabet (U = {0, 1} beim Binérkanal)

A* ={a},a},...,a}} Alphabet des Quellenkodierers; L = |U|!

al = (uitiz . .. wi) i-tes Quellenkodewort

k=n-—1 Anzahl der durch den Kanalkodierer hinzugefiigten Stellen
A ={ay,as,...,ar}  Alphabet des Kanalkodierers

a; = (U1 Uiz - . . Uip,) i-tes Kanalkodewort

B ={ai,a9,...,a9n} Kanalkodewort-Alphabet auf der Empfingerseite; |B| > |A|, da Zeichen
verfalscht werden kénnen
B* = A* Alphabet nach korrigierender Kanaldekodierung

6.2 Hamming—Distanz

dij = d(ai,aj) = ’{g S {172, .. .,n}|uig 7é Ujg}

Die HAMMING-Distanz ist die Anzahl der Stellen, in denen sich zwei Kodewdrter a; und a; un-

terscheiden.
n

Fiir einen Bindrkode gilt: d;; = Z(uig ® ujg)

g=1
Fiir die Erkenn— und Korrigierbarkeit von Fehlern interessiert besonders die minimale HAMMING—
Distanz dy,in-

Zur sicheren Erkennung von hochstens f. Fehlerstellen ist also dy,, = fe + 1 erforderlich, zur
Rekonstruktion von fi ist dpin = 2fr + 1 (durch Zuordnung zum Kodewort mit geringstem
Abstand).

6.3 Hamming—Schranke

Die HAMMING-Schranke ist die minimale Anzahl k redundanter Stellen zur Gewahrleistung der
Korrektur von hochstens fi Fehlern.

Bei Kenntnis von [ und d,,;, 148t sich & folgendermaflen berechnen:
I+ k
ok >
=3 ()

Kombinationen von d,,;,, k und [, fiir die das Gleichheitszeichen gilt, heilen dichtgepackt oder
perfekt, d. h. es befinden sich keine Binarfolgen zwischen den Korrekturkugeln und die Korrek-
turkugeln iiberschneiden sich nicht (Redundanz des Kanalkodes wird voll ausgenutzt).

6.4 Sonstige Begriffe
Ein n-stelliger Kanalkode mit k Kontrollstellen wird als (n,n — k)-Kode bezeichnet.

k
relative Redundanz: r, = —
n

l
Koderate: R=1—1r, = —.
n



7 Lineare Blockkodes

Ein Kode heifit linearer Blockkode (oder Linearkode, Gruppenkode), wenn der Kanalko-
dierer fiir die Transformation der Quell- in Kanalkodewotrter nur Operationen der algebraischen
Struktur einer Gruppe verwendet.

Damit sind f. = dnin — 1 Fehlerstellen erkennbar und f; = L%J Fehlerstellen korrigierbar.
Fiir ein bindres Kanalalphabet wird ein Untervektorraum von (GF(2)™, @) verwendet.

Dann ist die Transformation von Quell- zu Kanalkodezeichen eindeutig durch eine lineare Ab-
bildung, d. h. deren Generatormatrix G der Dimension [ mit [ linear unabhéngigen Kanalko-
dewdrtern (Basis des Vektorraums) bestimmt.

Eine solche Generatormatrix &8t sich leicht in kanonischer Form durch Konkatenation der Ein-
heitsmatrix I; (Matrix iiber den Informationsstellen) und einer I x k-Matrix C' (Matrix iiber den
Kontrollstellen) darstellen:

1 0 0 0 ci1 c2 - cik

0 1 0 0 co1 €22 -+ cCop
G=IC=

000 -+ 1 cn c2 -+ cak

Damit ist a; = a} - G.

Ein Linearkode heifit systematischer Kode, wenn einem Kanalkodewort durch Streichen der
redundanten Stellen das Quellenkodewort unmittelbar entnommen werden kann.

7.1 Kontrollmatrix

Fiir grofle [ ist es praktischer, anstatt der Generatormatrix G die Kontrollmatrix H zu betrach-
ten, deren Vektoren einen Unterraum aufspannen, der zu dem von G aufgespannten Unterraum
orthogonal ist:

G=IC & H=(-)CTIL

(Das Minus entfiillt bei binéiren Linearkodes).
Aus H lassen sich die Kontrollelemente direkt aus den Kodeelementen berechnen.

Wegen der Orthogonalitdt mufl das Produkt von H mit jedem Kanalkodewort 0 ergeben: Bei
Verfiilschungen, ergibt sich ein von 0 verschiedener Vektor (sog. Fehlersyndrom). Bei der Verfélschung
von nur einer Stelle ist die Position des Fehlersyndroms in der Kontrollmatrix gleich der Position

des verfilschten Bits.

7.2 Hamming—Kode

Dichtgepackt, 1-Fehler—korrigierend, dynin = 3, n = 2F — 1.

Durch geschickte Vertauschung der Spalten in H steht in der i—ten Spalte die Bindrdarstellung
von ¢ und die Kontrollstellen stehen an Positionen mit ganzen Zweierpotenzen:

ny Neg N5 N4 N3 Ng N1
1111 0 0 O
H= 110 01 10
1 01 0101
Iy Iy Iy ks 1y ke Ky



8 Zyklische Kodes

8.1 Definition

Ein Kode heifit zyklisch, wenn fiir jedes Kanalkodewort durch zyklische Verschiebung der Ele-
mente (Rotation) wieder ein Kanalkodewort entsteht. Er ist ein spezieller Linearkode, der auch
Korperaxiome erfiillt.

Er wird durch das Generatorpolynom g(z) (ein Produkt irreduzibler Minimalpolynome m;(z))
erzeugt und vollstédndig beschrieben.

8.2 Grundlagen
8.2.1 Modularpolynom

Ein Modularpolynom M (z) ist ein irreduzibles (d. h. nicht in ein Produkt von Polynomen
zerlegbares) Polynom iiber GF(2). Es legt die Kodewortlinge n fest, die der Periode p des Zyklus
der Polynomreste entspricht: ° = z**? mod M (z). Dabei kann p maximal den Wert p,ax =
2erad M(=) _ 1 annehmen und es gilt: n = p.

Gilt p = pmaz, d. h., ist die Zyklusperiode der Polynomreste maximal, heifit M (z) primitiv.

aPmer mod M (x) liefert bei irreduziblen Polynomen immer den Rest 1 und es gilt aufierdem n|pyqz-
Es reicht somit, die Polynomreste nur fiir Teiler von p zu berechnen; ergibt sich als Rest 1, ist n
durch den Wert des Exponenten bestimmt. = Ist p;,q, prim, dann ist das irreduzible Polynom
immer primitiv.

8.2.2 Erweiterungskorper, Minimalpolynom

Da ein irreduzibles Polynom P(x) iiber GF(¢q) mit ¢ € P keine Nullstellen in GF(q) hat, diese
jedoch fiir die Konstruktion und Dekodierung gebraucht werden, mufl der Grundkoérper um diese
Nullstellen erweitert werden. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gilt:

P(z) =(z —a1)(x —a2) ... (T — graa p(x))

Ein irreduzibles Polynom M (z) vom Grad k mit dem Element « als Nullstelle erzeugt einen Erwei-
terungskorper GF(2%), der das Nullelement und alle Potenzen o' (i =0, 1,..., (2 — 2)) enthiilt.
Der Zyklus der Polynomreste (mod M (zx)) im GF(2*) bestimmt die Ordnung p des Elements «.

Jedem Element des Erweiterungskorpers ist ein Minimalpolynom zugeordnet, welches dem Pro-
dukt aller zu o konjugierten Elemente entspricht:

0. 1,

ml(z) = (:E —a? z)(l' —a? Z) S (gg — OLQTilimodp)

r ist die Lidnge des Zyklus der konjugierten Elemente (r < k) und bestimmt die Anzahl der
Nullstellen und den Grad von m;(z). Durch Ausmultiplizieren und Ersetzen der Potenzen von o
durch die Polynomreste mod M («) erhilt man m;(z).

8.3 Generatorpolynome

8.3.1 BCH-Kodes

9(x) = kgV{mu(z), mu1(x), . Mty —2(2) }
1 ist eine beliebige Zahl (bei BCH-Kodes meist 0 oder 1) und parametrisiert die Leistungsfihigkeit
des Kodes.



8.3.2 Zyklischer Hamming—Kode

p=1 — g(z)=kgV{mi(z),ma(2)}; m1=my
glx)=mi(x) =M(x) — dmnin=3.

8.3.3 Abramson—Kode

glx)=mi(x)(z+1) —  dnin =4

8.4 Kodierung und Dekodierung

Die Elemente der Kodeworter werden als Koeffizienten eines Polynoms dargestellt. Ein Kodepo-
lynom a(z) hat dann héchstens den Grad n — 1, das Generatorpolynom den Grad k und deshalb
das zu kodierende Polynom a*(z) hochstens Grad (I — 1), l =n — k.

Alle Verfahren erzeugen die gleichen Kodewdrter, nur die Zuordnungen sind verschieden.

8.4.1 Generatormatrix

Zyklische Kodes als spezielle Linearkodes haben eine Generatormatrix GG. Dabei nutzt man die
zyklische Eingenschaft dieser Kodeklasse. Die zyklische Verschiebung um eine Stelle bedeuted

Multiplikation mit = und 2™ := 2°.

Auf Grundlage des Generatorpolynoms g(z) = Zf:o u;x’ ergibt sich G € M((n—k) x n, GF(2)):

0 . e 0 Uk . e Ul uO 0
G:
up -+ w1 uy 0 ... ... 0

8.4.2 Multiplikationsverfahren

a(x) = a*(z)g(x)
Erzeugt keinen systematischen Kode!

8.4.3 Divisionsverfahren

Die Division a*g((mz)fk liefert einen Rest r(z). Dann ist a(x) = a*(2)2* — r(x) (die Subtraktion ist
im GF(2) identisch mit der Addition).

a*(z) wird also um k Stellen nach links verschoben und r(x) angehéingt. Es wird somit ein syste-
matischer Kode erzeugt.

8.5 Fehlererkennung

Alle Kodewdérter (d. h. deren Polynome) sind durch g(x) teilbar. Diese Eigenschaft muf} fiir ein
empfangenes Kanalwort zur Fehlererkennung tiberpriift werden. Ergibt sich ein Rest, so liegt eine
Verfélschung vor.

Zyklische Kodes erkennen Fehlerbiindel mit einer maximaler Linge grad g(z).



9 Bewertung von Kanalkodes

Die relative Redundanz ry, sollte so grofl wie nétig und so klein wie moglich gehalten werden. d,;p
sollte entsprechend den Fehlerwahrscheinlichkeiten angepafit werden (alle Fehlermuster mit dem
Gewicht w(e;) < dpin werden ja mit Sicherheit erkannt).

9.1 Groflen

o 7 . __ Anzahl der fehlerhaft iibertragenen Blocke
Blockfehlerwahrscheinlichkeit: bB (n) ~ Anzahl der insgesamt iibertragenen Blocke

Anzahl der akzeptierten falschen Blocke
Anzahl der insgesamt iibertragenen Blécke

. . _ pr(n) __ _Anzahl der akzeptierten falschen Blécke .
Reduktionsfaktor: R, = pE(n) — Anzahl der fehlerhaft Gbertragenen Blocke gibt an, um welchen Fak-

tor die Blockfehlerwahrscheinlichkeit bei der Dekodierung mit Fehlererkennung reduziert wird.

Restfehlerwahrscheinlichkeit: pr(n) =

Rerkmaz = 21 9k, ungiinstigster Fall (ps = 0,5, womit keine Informationsiibertragung mehr

1
moglich ist, und alle Fehlermuster gleichwahrscheinlich). Kann fiir Abschétzung von k verwendet
werden.

9.2 Modellbetrachtung

Um quantitative Aussagen iiber Erkenn— und Korrigierbarkeit machen zu kénnen, verwendet man
oft das Modell eines symmetrisch gestérten Bindrkanals (SBK) mit Schrittfehlerwahrscheinlichkeit
ps mit unkorellierter und binomial verteilten fehlerhaften Elementen.

Wahrscheinlichkeit, dass w Elemente verfilscht worden sind:

plew) = (Z) (ps)“(1 = ps)" ™"

Blockfehlerwahrscheinlichkeit ergibt sich aus der Summe aller Fehlermusterwahrscheinlichkeiten.

pa(n) =Y plew) =1— (1 —po)" = np,

pr(n) = Z plew) Rer (w)

Reri(w) ist der Anteil der Fehlermuster, die einem Kanalkodewort a(w) mit dem Gewicht w

entsprechen. = R, (w) = %‘S(w). card a(w) ist dabei die Anzahl der Kanalkodewdrter mit

dem Gewicht w. Weil es (bis aufwdas Nullwort) kein Kanalkodewort mit dem Gewicht w < dpin
gibt, ist Rerk(w < dpmin) = 0. Daher ist (in obigem Modell)
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