Algebra

1 Mengen

1.1 Operationen

|A| Anzahl der Elemente von A (Méchtigkeit, Betrag, Kardinalitét)
p(A) Potenzmenge von X (— |p(A)| = 2!4)

A C B wenn jedes Element von A auch Element von B ist.

A=B < (ACBund BCA)

AUB ={x|z € A oder x € B} (Vereinigung)

ANB ={z|z € Aund z € B} (Schnitt)

A\ B ={z|x € Aund = ¢ B} (Differenz)

AANB =(AUB)\ (AN B) (Symmetrische Differenz)

AxB ={(a,b)| a € A be B} (Produkt)

A =M\ A (mit AC M) (Komplement in M)
(’2) Menge aller k—elementigen Teilmengen von A = ’(’2)’ = ("2‘)
1.2 Gesetze
U, N und A sind kommutativ und assoziativ.
AN(BUC)=(ANB)UANCQC) AU(BNC)=(AUuB)N(AUCQC)
AQUBi:U(AmBi) AuﬂBi:ﬂ(AuBi)
iel iel iel iel
AUB=ANB ANB=AUB (ABCM) UAZ-:HE ﬂAi:UE (A CM)
il i€l i€l i€l

1.3 Eigenschaften

Zwei Mengen A und B heiflen gleichméichtig (von gleicher Kardinalitét), wenn es eine bijektive
Abbildung (s. Abschnitt ??) zwischen ihnen gibt. (Schreibweise: A ~ B)

Eine Menge A heifit endlich, wenn es ein n € IN gibt mit A ~ {1,2,---,n}.
Eine Menge A heifit abzdhlbar, wenn A ~ N gilt. Insbesondere sind N, Z und @ abz#hlbar, R

und C sind nicht abzéhlbar (iiberabzihlbar).
1.4 Graph

geg: Mengen V, 2 C (‘2/)
(V, E) ist ein schlichter Graph mit Eckenmenge V und Kantenmenge E.
(v, (‘2/)) ist ein vollstéindiger Graph mit Eckenmenge V.

1.5 Partition
Eine Partition (Klasseneinteilung) IT einer Menge M ist eine Menge mit den Eigenschaften:

o IIC p(M)\ {2}
e je zwei verschiedene Mengen aus II sind disjunkt
e YI=M

= Jedes m € M ist Element von genau einer 7" € II.
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2 Relationen

2.1 Definition

Eine (bindre) Relation auf einer Menge A ist R C A x A.

Die Elemente von A" = A x A x --- X A (n Faktoren) sind n—Tupel mit Elementen aus A.
Teilmengen von A™ heiflen n—stellige Relationen auf A.

Schreibweise: Fiir (a,b) € R schreibt man auch aRb oder R(a,b).

Binére Relationen nennt man auch gerichtete Graphen mit Eckenmenge A und Kantenmenge
R (R besteht aus Paaren, nicht Mengen!).

2.2 Operationen

RoQ = {(a,c)| 3(b € A)(aRbADQc)} (R,@cAxA) (Relationenprodukt)
R™1 = {(b,a)| aRb} (RCAxA)
ida, A4 :={(a,a)| a € A} (Identische Relation auf A)

(R—l)—l =R (RO Q)—l — Q—l ° R—l

2.3 Eigenschaften

Eine Relation R = A x A heif3t

reflexiv: aRaV a € A, bzw. ida C R (Hauptdiagonale vollst.)
irreflexiv: (a,a) ¢ RV a € A, bzw. id4 N R = & (Hauptdiagonale leer)
symmetrisch: aRb — bRa, bzw. R =R~}

antisymmetrisch: (aRbAbRa) = a =b, bzw. RN R~ Cidy

transitiv: (aRb AbRc) — aRe, bzw. RoRC R

konnex: RUR'=AxA

2.4 Ordnung
Typen

Eine Relation R C A x A ist ein(e)

e Ordnung (Halbordnung, Partialordnung), wenn sie reflexiv, transitiv und antisymmetrisch
ist (z. B. “kleiner-gleich”).

e strikte Ordnung, wenu sie irreflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist (z. B. “kleiner-als”).
e lineare Ordnung, wenn sie eine konnexe Ordnungsrelation ist.

e Wohlordnung, wenn sie eine lineare Ordnung ist, bei der jede nichtleere Teilmenge der
Grundmenge ein kleinstes Element hat (z. B. <-Relation auf N).

e Verband, wenn jede zweielementige Teilmenge a,b € A ein Supremum a Vb und ein Infimum
a A b hat.

e Vollstéindiger Verband, wenn jede Teilmenge von A ein Supremum und ein Infimum hat.

Symbolik

(A, R) mit R C A x A ist eine geordnete Menge.

Beliebtes Symbol: “<” (infix) fiir Ordnungsrelationen, “<” fiir die zugehdorige strikte Ordnung
<\id.



Spezielle Elemente

Sei (M, <) eine geordnete Menge, T'C M und t € T'.

t ist ein minimales Element von T', wenn (s <t —s=1t)VseT.

t ist das kleinste Element von T, wenn t < sV s e T.

u € M heifit untere Schranke von 7', wenn u < sVseT.

Dual dazu definiert man maximales Element, gro3tes Element und obere Schranke.
Gibt es eine grofite untere Schranke von T, heifit diese Infimum (inf 7', AT).

Gibt es eine kleinste obere Schranke von T', heifit diese Supremum (sup T, VT).

Wohlordnung als Beweisprinzip

Wenn man zeigen will, dass eine Aussage S(n) fiir alle natiirlichen Zahlen gilt, nutzt man aus,
dass es, wenn iiberhaupt, ein kleinstes Gegenbeispiel geben miifite und zeigt dann, das sich aus
dessen Existenz ein Widerspruch ergibt.

2.5 Transitive Hiille

Die transitive Hiille einer Relation A ist die kleinste transitive Relation, die A enthilt.

At =tra(A) = AU A2UA3U... (bis hohere Potenzen keine neuen Eintréige mehr liefern)

2.6 Aquivalenz

Ist eine Relation reflexiv, transitiv und symmetrisch, so ist sie eine Aquivalenz.

geg: Aquivalenzrelation © auf M, m € M

Aquivalenzklasse von m beziigl. ©: [m]© := {n € M| mOn}

=m € [m]O (da © refl.) n € [m|® < m € [n]O (da © symm.) m € [n]® — [m]O C [n]©
Verschiedene Aquivalenzklassen sind disjunkt, d. h. [m]© N [n]© # @ — [m]O© = [n]O.

= Die Faktormenge M /g = {[m]©| m € M} (“M nach Theta”) ist eine Partition von M.

3 Formaler Kontext

3.1 Definition

Ein formaler Kontext (G, M,I) besteht aus Mengen G und M und einer bindren Relation
ICGxM.

= Mathematische Reprisentation einer Kreuztabelle mit Gegenstinden G und Merkmalen M.

3.2 Operationen

Sei ACG, BC M.
A" :={me M| (g,m)€IVge A} (= Gemeinsame Merkmale der Gegenstéinde aus A)
B :={geG|(gom)eIV¥me B} (= Alle Gegensténde, dic dic Merkmale B haben)



3.3 Gesetze

Fiir A,Al,AQ Q G und B,Bl,BQ g M gllt

AQA” BgB/I
A/ — A/// B/ — B///

(A{UAy) = A\ N4, (BiUB,) =B, B}

3.4 Begriff

Ein formaler Begriff von (G, M, I) ist ein Paar (A, B) mit A€ G, B€ M, A’ = B und B’ = A.
Die Menge aller Begriffe von (G, M, I') kann durch

(A1, B1) < (Ag,Bs) <+ A; C A2 (— B2 C By)

geordnet werden. Sie bildet mit dieser Ordnung einen vollstédndigen Verband, den Begriffsver-
band.

(A1, B1) A (A2, B2) = (A1 N As, (B1 U Ba)") (grofiter gemeinsamer Unterbegriff)
(A1, B1) V (A2, B2) = ((A1 U A3)”, B1 N By) (kleinster gemeinsamer Oberbegriff)

4 Abbildungen

4.1 Definition

Eine Abbildung von einer Menge A in eine Menge B ist ein Tripel (4, B, f), wobei f eine Relation
ist, die folgende Bedingung erfiillt: Zu jedem Element a € A gibt es genau ein b € B mit (a,b) € f.
Man nennt A den Definitionsbereich (domain), B den Wertebereich (codomain) und f den
Graphen der Abbildung. b ist das Bild von a unter Abbildung f.

Schreibweise: f: A — B; fiir (a,b) € f schreibt man f(a) = b oder a b,

4.2 Eigenschaften

f:A— B heifit
injektiv: (one-to-one) Vai,as € A;a1 # as — f(a1) # fla2) = |A| < |B|
surjektiv: (onto) zu jedem b € B existiert ein a € A mit f(a) =b = |A| > |B|
bijektiv: f ist zugleich injektiv und surjektiv. = |A| = | B

4.3 Operationen

BA Menge aller Abbildungen von A nach B. = ‘BA’ = |B|I4l
idg : A— A identische Abbildung (Identitéit) von A mit ida(a) =aVa € A
fir(t) =f(t)VteT mit T C A (Einschrinkung von f auf T)
YY) ={a € A| f(a) € Y} mit Y C B (Urbildmenge von Y unter f)
(go f)(a) =g(f(a))Va€ Amit f:A— B,g: B—Cund go f: A— C (Komposition)
f() = {f(t)| t € T} mit T C A (Bild von T unter f)
Imf = f(A) ={f(a)| a € A} (Bild)
kerf = {(al,ag)‘ ay,as € AN f(al) = f(ag)} (Kern)
4.4 Gesetze

Komposition: o ist assoziativ, aber nicht kommutativ.

Schubfachprinzip: Ist f: A — B und |A| > [Imf|, dann ist f nicht injektiv.

4



ker f ist eine Aquivalenzrelation auf A. ’A/kerf’ = [Imf|, denn [a] ker f — f(a) ist bijektiv.

f ist injektiv >3 g: B— A(go f =1ida)
[ ist surjektiv — 3g: B — A(feyg = idp) ) g : inverse Abbildung zu f
f ist bijektive>3Jg: B— A(go f=ida A fog=idp)

5 Permutationen

5.1 Definition

Eine Permutation ist eine bijektive Abbildung einer Menge A auf sich selbst.

Die symmetrische Gruppe S oder Sym(A) ist die Menge aller Permutationen von A. Sie wird
im Fall A ={1,2,...,n} auch mit S, bezeichnet.

5.2 Schreibweise

A={ai,a2,...,a,}, f: A— A, fist Permutation auf A.
f _ ( ai as e an )

flar)  flaz) - flan)
Zyklenschreibweise:

f=(ai fla) f(f(a) .-.) (aj flaz) fF(f(az)) -..) -~

1.Zyklus 2. Zyklus

Einer-Zyklen werden weggelassen!

5.3 Gesetze

Die symmetrische Gruppe S, hat n! Elemente.
Die Hintereinanderausfithrung g o f zweier Permutationen f und g ist wieder eine Permutation.

Die Ordnung einer Permutation ist das kgV der Léngen aller Zyklen.

6 Algebraische Strukturen

6.1 Operation

Eine (einsortige Operation auf eine Trigermenge A der Stelligkeit n € N ist eine Abbildung
f: A" — A.

Stelligkeitsabbildung: n = o(f)

6.2 Signatur

Eine Signatur einsortiger Algebren (auch Rangalphabet) ¥ := (F, o) besteht aus der Menge
der Operationssymbole F, sowie einer Abbildung o : F — N, die den Elemtenten aus F ihre
Stelligkeit zuordnet.

Typ einer Algebra: Folge der Stelligkeiten der Operationen aus F.



6.3 Unteralgebra

Sei A = (A, F) eine Algebra. Eine Teilmenge U C A bildet eine Unteralgebra (U, F) von A,
wenn sie unter den Operationen aus A abgeschlossen ist, d. h., wenn gilt:

er.?’::al,...,ag(f) celU — f(al,...,ag(f))EU

6.4 Typen

Binar (Gruppoid): Algebra vom Typ (2)

Halbgruppe: Gruppoid (H, o) mit assoziativer Operation o

Es gilt das Potenzgesetz 2% o x® = z2+?

<z >g={2"|n € N*} (z € H) ist die durch x erzeugte Unterhalbgruppe von H. Ist
’ <zT> ’ endlich, so heifit ’ <zT> ‘ Ordnung des Elementes = (und aller anderen Elemente
aus < z >).

Monoid: Halbgruppe mit neutralem Element
Gruppe: Algebra (G,-, 7!, e) vom Typ (2,1,0) mit:
e (G,-,e) ist ein Monoid
e (VgeG)g-gt=g'-g=e

Durch - sind ! und e eindeutig bestimmt. — Definition der Gruppe durch eine Halbgruppe
(G,-) mit bes. Eigenschaften (Gruppenaxiome):
e (VgeG)(Fg ' eG)g-gt =g g=e
e (JecG)(VgeG)e-g=g-e=g
Es gilt: (z-y)t =yt 27}
Eine Untergruppe N C G mit a - N = N - a Va € G heifit Normalteiler von G.

Ring: Algebra (R,+,—,0,-) vom Typ (2,1,0,2), mit:
e (R, +,—,0) ist kommutative Gruppe (ABELsche Gruppe)
e - ist assoziativ und distributiv {iber +.
Esgilt: Vre R: r-0=0
Wenn a,b € R\ {0} A a-b=0 — a und b sind Nullteiler.

Ring mit 1: Ring, bei dem es ein neutrales Element von - gibt.

Ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit 1 heifit Integritétsbereich. In diesen gilt die
Kirzungsregel: a-b=a-¢c A a#0 — b=c

Korper: Ring mit Eins (K,+,—,0,-,1) fiir den gilt: (K \ {0}, ) ist eine Gruppe mit neutralem
Element 1.

Jeder Korper ist Integritétsbereich.

Vektorraum: ABELsche Gruppe V = (V, 4, —,0) (Vektoren) iiber einem Korper K (Skalare)
(0: Nullvektor). Es ist eine duflere Operation o : K x V' — V (Skalarmultiplikation) mit
folgenden Eigenschaften definiert:

o kyo(kyov)= (k1 ka)ow
e ko(vy +wva) =kowv +kowg
o (ki+ko)ov=Fkov+kyow

e 1owv = (1: neutrales Element von K bzgl -)



6.5 Kongruenz

Sei A = (A, o) eine Algebra und R C A x A eine Aquivalenzrelation in A. R heifit Kongruenz-
relation, wenn gilt:

Vi, 20, y1,92 € A x1Rxo Ay1Rys — (21 0 y1)R(x2 0 y2)

Die Faktormenge “/x bildet bzgl. reprisentantenweisen Rechnens die Faktoralgebra (4/g,e)
mit [a1]g @ [az]r := [a1 0 az]r (a1,a2 € A).

7 Morphismen

Ein Morphismus ist eine Abbildung f : A — B zwischen strukturtragenden Mengen, die die
Struktur der Mengen respektiert.

7.1 Definition

Seien A = (4,0) und B = (B, %) Algebren. f : A — B heifit Homomorphismus, wenn gilt:
Vai,az € A: f(a10az) = f(ar) * f(az)

Isomorphismus: bijektiver Homomorphismus

Endomorphismus: wenn A = B

Automorphismus: bijektiver Endomorphismus

7.2 Gesetze
Seien A; = (Aj,0) und Ay = (Asg,*) Algebren, f: A; — Ay Homomorphismus. Dann gilt:

e Ist U; C Ay Unteralgebra von Ay, so ist f(U;) Unteralgebra von As.
e Ist Uy C Ay Unteralgebra von As, so ist f~1(Usz) Unteralgebra von Aj.

Homomorphiesatz fiir Halbgruppen:

Sei f: H; — Hj ein Halbgruppenhomomorphismus. Dann gilt: 1 [xer f = f(H1).

Homomorphiesatz fiir Gruppen (Satz von Cayley):
Jede endliche Gruppe ist zu einer Permutationsgruppe isomorph, d. h., zu jeder endlichen Gruppe

G dn € N, so dass G isomorph zu einer Untergruppe von (S,,,0) ist. (Gilt sinngeméfl auch fiir
unendliche Gruppen).

7.3 Homomorphismen und Kongruenz

Natiirlicher Homomorphismus

geg: Algebra A = (A4, 0), Kongruenzrelation R in A

= Natiirlicher Homomorphismus natp : A — 4/ mit natp(a) = [a]r
Kern

geg: Homomorphismus f: A; — Aj

Die Kongruenzklasse [a]; = {z € Ai|f(z) = f(a)} (a € Ay) ist die grofte Klasse von
Elementen aus A, auf denen f konstant ist. Die dadurch erzeugte Kongruenzrelation ist ker f.
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